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　　摘　要 :　采用矩量法 ,共轭梯度法和快速傅里叶变换的混合方法来分析任意形状截面的非均匀各向异性的介质

柱在斜入射条件下的二维电磁散射.在这个方案中 ,采用关于总电场的微2积分方程 ,借助于包含介质柱的一个矩形来

产生离散网格 ,而离散量的线性方程组仍然建立在原介质柱截面区域上.这样既不会扩大原问题的规模 ,又可以有效

地利用共轭梯度法与快速傅里叶变换的结合算法 CG2FFT来求解.文中给出了数值算例 ,证实了该方案的有效性.
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Abstract :　The hybrid technique of moment method ,conjugate gradient method ,and fast Fourier transform is applied to analyze

2D electromagnetic scattering from a dielectric cylinder with arbitrary inhomogeneity and anisotropy under oblique2incidence. In the

scheme ,the integro2differential equation for the total electric field is used. In this way ,the size of original question is not enlarged ,and

the linear system can be efficiently solved by a combination of the conjugate gradient method with the fast Fourier transform. Some nu2
merical results are given in this paper ,which demonstrate validity of the scheme.
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1　引言
　　在矩量法求解电磁问题的过程中 ,所涉及的线性方程组

的系数矩阵是稠密阵.由于受计算机内存和计算时间的限制 ,

矩量法很难用于计算电大尺寸目标的电磁问题. T K Sarkar等

人[1 ]提出的 MoM2CG2FFT技术在一定程度上克服了上述缺

点. MoM2CG2FFT有两个优点 ;一是可以大大降低对内存的需

求量 ,二是可以使共轭梯度法的迭代速度提高很多.但是 ,

MoM2CG2FFT并不提高共轭梯度法的收敛速度.事实上 ,共轭

梯度法的收敛速度取决于线性方程组的系数矩阵的条件数.

在用MoM2CG2FFT技术求解某类电磁问题时 ,必须经过相应

的处理.文献[2 ]采用了 MoM2CG2FFT技术来分析任意形状截

面的非均匀各向异性的介质柱在斜入射条件下的二维电磁散

射.该文的处理方法是以扩大问题的规模为代价的 ,这无疑会

使系数矩阵的条件数变大 ,从而使共轭梯度法的收敛速度变

得缓慢.本文仍采用关于总电场的微2积分方程 ,借助于包含

介质柱的一个矩形来产生离散网格 ,但离散量的线性方程组

仍然建立在原介质柱截面区域上.这样既不会扩大原问题的

规模 ,又可以有效地利用共轭梯度法与快速傅里叶变换的结

　图 1　任意截面的柱体和坐标

系

合算法 CG2FFT来求解.

2　微2积分方程

　　设介质柱置于如图 1 所

示的坐标系中 ,柱体在 ẑ 方向

上是均匀无限长的 ,其横截面

具有任意形状.设介质材料是

非均匀各向异性和无耗的 ,其

磁导率与自由空间的相同 ,相

对介电常数张量记为 �ε= �ε( x , y) .设柱体被一个时谐平面波

斜入射 ,其入射电场为 Eie - jβz .利用矢量磁位和洛伦兹条件 ,

可得关于总电场的微2积分方程
　　Ei ( r) = E ( r)

+
j
4

[ k2
0 + ( ¨ t - jβ̂z) ( ¨ t - jβ̂z) ]

　∫
D

c

∫H(2)
0 ( kt | r - r′| ) [ �ε( r′) - �I ]·E ( r′) dr′
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　　式中 ¨ t = x̂
9
9x

+ ŷ
9
9y

, �I 是单位并矢 , Dc 是柱体横截面

区域 , k2
t = k2

0 -β2 , H
(2)
0 (·)是第二类零阶 Hankel函数.

用一个矩形 Dre将柱体横截面 Dc 围住.将相对介电常数

张量 �ε的定义域扩张到 Dre上 ,即当 ( x , y) ∈Dre - Dc 时 , �ε=

1.设矩形区域 Dre沿 x̂ 方向长 Lx ,沿 ŷ 方向长 Ly ,并分别作

Nx、Ny 等分 ,其段长分别为Δx = Lx/ Nx、Δy = Ly/ Ny .这时矩

形区域 Dre被离散成NxNy个小矩形Dmm ,其中心点为 ( xm , yn) ,

这里 xm = ( m + 015)Δx , yn = ( n + 015)Δy ,下标从 0起取值.

将未知矢量 E函数用二维脉冲基展开 ,相对介电常数张量 �ε
也用二维脉冲基展开

E = ∑
N

x
- 1

m =0
∑

N
y

- 1

n =0

Emn Pmn , �ε= ∑
N

x
- 1

m =0
∑

N
y

- 1

n =0

�εmn Pmn

Pmn ( x , y) =
1 , ( x , y) ∈Dmn

0 , ( x , y) | Dmn

在各小矩形中心处点配 ,得到线性方程组如下
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这里

f ( x , y ; s , t) =∫
D

s , t

∫H(2)
0 ( kt ( x - x′) 2 + ( y - y′) 2 ) dx′dy′
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9x9y
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其余符号类推.方程组的矩阵形式为

( I + TK) X = B (1)

其中 I是 3 NxNy 阶单位阵 ,

K = diag[ K0 , K1 , ⋯, KN
x

- 1 ] ,

Ki = diag[ Ki ,0 , Ki ,1 , ⋯, Ki , ( N
x

- 1) ] ,

T =

T0 T1 ⋯ TN
x

- 1

T1 T0 ω …

ω ω ω T1

TN
x

- 1 ⋯ T1 T0

,

Tu =

Tu ,0 Tu ,1 ⋯ Tu , ( N
y

- 1)

Tu ,1 Tu ,0 ω …

ω ω ω Tu ,1

Tu , ( N
y

- 1) ⋯ Tu ,1 Tu ,0

Tu , v = [ t ( u , v)
ij ]3×3 : = T0 ,0

u , v ,

X = [ X0 , X1 , ⋯, XN
x

- 1 ]T

Xu = [ Xu ,0 , Xu ,1 , ⋯, Xu , ( N
x

- 1) ]T

Xu , v = [ x (0)
u , v , x (1)

u , v , x (2)
u , v ]T

B的分块方法与 X的相同. T是一个三重分块矩阵.如果将

Tu , v视为一个数 ,则 T就是一个二重 Toeplitz矩阵. T的这一

特征有助于利用 FFT实现矩阵向量积.

线性方程组 (1)是原问题的定义域从 Dc 扩大为 Dre后所

得到的.为了获得原问题在 Dc 上的线性方程组 ,而且又要充

分利用线性方程组 (1)的结构 ,引进一个 3 NxNy 阶的对角线矩

阵

D = diag[ D0 , D1 , ⋯, DN
x

- 1 ]

Di = diag[ Di ,0 , Di ,1 , ⋯, Di , ( N
x

- 1) ]

Dm , n =λm , n

1 0 0

0 1 0

0 0 1

λm , n =
1 , ( xm , yn) ∈Dc

0 , ( xm , yn) | Dc

用下面的线性方程组 (2)替换上面的线性方程组 (1)

D ( I + TK) DX = DB (2)

这就是在原定义域 Dc 上求解原问题时 ,关于离散量的线性

方程组的一种辅助形式. .这种形式有利于降低存储量和应用

FFT实现矩阵向量积.具体地说 ,如果获得了式 (2)的解 X =

{ x
( k)
ij } ,那么{ x

( k)
ij | ( xi , yj) ∈Dc}便是原问题的线性方程组的

解.

3　矩阵向量积 TX的实现

　　在 CG算法的迭代过程中 ,需要计算大量的矩阵向量积

TX和 T 3 X.这里介绍快速计算方法.记 Y = TX , Y的分块方

法与的 X相同 (见第 2节) .又令

T( s , t) =

T
( s , t)
0 T

( s , t)
1 ⋯ T

( s , t)
N

x
- 1

T( s , t)
1 T( s , t)

0 ω …

ω ω ω T( s , t)
1

T
( s , t)
N

x
- 1 ⋯ T

( s , t)
1 T

( s , t)
0
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u , N
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Y( s) = [ Y
( s)
0 , Y

( s)
1 , ⋯, Y

( s)
N

x
- 1 ]T

Y( s)
u = [ y

( s)
u ,0 , y

( s)
u ,1 , ⋯, y

( s)
u , N

x
- 1 ]

则有

Y( s) = T( s ,0) X (0) + T( s ,1) X (1) + T( s ,2) X (2) , S = 0 ,1 ,2

各项中的矩阵向量积均可借助于 FFT来快速计算.当获得了

Y(0)
, Y(1)

, Y(2)后 ,就可以整合出 Y来. Y3 X的计算是类似

的.涉及 FFT快速计算的细节可参见文献[3 ].

4　数值实验

　　本文中的计算都是在主频为 633MHz的微机上进行的.

用λ表示自由空间波长. RCS方向图中实际给出对数形式的

量 ,即

RCS/λ(dB) = 20·log10 (RCS/λ) .

设入射电场为

　　Eie - jβz = ( x̂Ax + ŷAy + ẑAz)

·e - j[ k
t
( xcosφ+ ysinφ) +βz ]

其中 Axktcosφ+ Aykt sinφ+ Azβ= 0.介质柱的 RCS定义为

σRCS ( <) = lim
ρ→∞

2πρRe ( Ss·̂ρ)

| Si |

其中 Ss和 Si 分别是散射场和入射场的复数 Poynting矢量 ,ρ̂

是散射场传输方向在 xoy 平面上的投影正向的单位矢量 ,即

ρ̂= x̂cos < + ŷsin < , <是ρ̂与 x轴正向间的夹角.远区散射场的

传输方向为ρ̂kt + ẑβ,故可得

　　σRCS ( <) = lim
ρ→∞

2πρ
k0

·
kt | Es

<|
2 + kt | Es

z|
2 -βRe ( Es

z Es
3
ρ )

| Ei | 2

Es
p = Es

xcos < + Es
ysin <

Es
< = - Es

xsin < + Es
ycos <

其中 Es
3
ρ 是 Es

ρ的复共轭.

(1)设 Dc为 x边长 = 0115λ, y边长 = w的矩形.又设 �ε=

2�I ,β/ k0 = 013 ,φ= 45°, Ax = 110 (V/ m) , Ay = - 110 , Az = 010.取

Lx = 013λ, Ly = 2 w , Nx = 2. w/λ分别取 110 ( Ny = 16)和 310 ( Ny

= 32) .对方程组 (2)求解.图 2和图 3给出 RCS曲线图.将本

文结果与文献[2 ]的结果对照 ,除有局部分离外 ,绝大部分都

吻合.

图 2　矩形截面柱体的 RCS　　　　　　　图 3　矩形截面柱体的 RCS　　　　　　　图 4　圆形截面柱体的 RCS

　　(2)设 Dc是半径为 R ,中心在 ( R , R)的圆.又设 �ε元素为
ε00 ( x , y) = 1 + (εx - 1) (1 -ρ2) ,

ε11 ( x , y) = 1 + (εy - 1) (1 -ρ2) ,

ε22 ( x , y) = 1 + (εz - 1) (1 -ρ2) ,

εij ( x , y) = 0 , i≠j ,

其中εx = 2125 ,εy = 210 ,εz = 1175 ,ρ2 = ( x - R) 2/ R2 + ( y -

R) 2/ R2 .φ= 0°.β/ k0 = 013 , Ay = 010 (V/ m) , Ax = - β/ kt , Az =

110. R/λ= 016.取 Lx = Ly = 2 R , Nx = Ny = 32.对方程组 (2)求

解.图 4给出 RCS曲线图.本文结果与文献[2 ]的结果吻合.

(3)现在就方程组 (1)和 (2)的求解速度作一比较.设 Dc

是由一个半径为 R ,中心在 ( R , R)处的圆和一个半径为 R1 =

4 R/ 5 ,中心在 ( R/ 5 , R)处的圆所围成 ,见图 5.设β/ k0 = 0145 ,

Ax = Ay = 110 (V/ m) , Az = - ( Axktcosφ+ Aykt sinφ) /β,φ= 90°,

R = 2λ. �ε元素为
ε00 ( x , y) = 2 - ( x - R) / R ,

ε11 ( x , y) = 2 + ( y - R) / R ,

ε22 ( x , y) = 112 ,

εij ( x , y) = 0 , i≠j ,

这里取 Lx = Ly = 2 R , Nx = Ny = 64.停机准则取为

‖s
( k) ‖/ ‖s

(0) ‖< 10 - 3 .

图 5　非凸形截面柱体

解方程组 (1) (这是文献[2 ]的

方案) ,CG算法迭代 141次 ,耗 574

秒.解方程组 (2) (这是本文的方

案) , CG算法迭代 94次 ,耗时 378

秒.图 6给出 RCS曲线图.

一般地 ,电尺寸越大 ,或要求

的精度越高 ,两种解法所耗时间

的差就越大.

图 6　非凸形截面柱体的 RCS

5　结论

　 　本 文 介 绍 了 将

MoM2CG2FFT 混合技术

具体应用于任意形状截

面的非均匀各向异性的

介质柱在斜入射下的二

维电磁散射分析的过

程.本文工作是以文献
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[2 ]为基础的 ,但作了重大改进 ,即将原问题放在原定义域上

求解 ,这样不至于扩大问题规模而使算法收敛缓慢.在叙述方

法上 ,本文采用了严格的分块矩阵形式 ,其目的在于为编制计

算机程序提供清晰的思路.必须指出 ,目前的算法是针对斜入

射情形的.如果将目前的算法用于通常的 TM情形 ,则所耗的

时间约为直接针对 TM情形的算法的三倍.
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